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Anwendung der Riemannschen Integrationsmethode
auf Beugungsprobleme in Blochwellendarstellung)

HEine Transformation der Anregungsstiivken der Blochwellen in der Formulierang des
Blektronenbengungekontrastes ohne Siulenapproximaltion srméglicht die Anwend ung der
Riemannschen Integrationsmethode im Zweistrahlfall. Dareh Prizisicrnng der Anlangs-
bedingungen und gecignete Wahl der Transformationskoeflizienten wird errveicht, daf die
translormierten Anregungsstivken im ungestérten Kristall konstant sind,

A transformation of the excitation powers for the Bloch waves in the formulation of the
electron diffraction contrast without eolnmn approximation allows the application of
Riemann’s integreation method in the two-beam case, Using correclod initial conditions and
suitable transformation coefficients one linds that the transformerd excitalion powers are
constant within the nondisturbed erystal.

Numerische Berechnungen des elektronenmikroskopischen Beugungskontrastes von
Humrnreys und Drummosns unter Verwendung der Takagischen (leichungen haben
gezeigt, daly die Siulenapproximation fiiv spezielle Anregnngshedingungen zu un-
branchbaren lrgebnissen fithrt: Kontrastberechnungen fiir diese speziellen An-
regungsbedingungen verlangen deshalb eine rechnerische Behandlung der dynamischen
Kontrasttheorie dhnlich der bei Réntgeninterferenzen verwendeten und die Methoden
der Computersimulation des Elektronenbeugungskontrastes (siche z B. Lupsgr:
Songrrsonminr) auf der Grundlage der Howie-Whelanschen hzw. Wilkensschen
Differentialgleichnngen sind in diesen Fillen nicht mehr verwendhar.

In der vorliegenden Arbeit wird zur Berechnung des Beugungskontrastes ohne
Saulenapproximation die Riemannsche Integrationsmethode verwendet. Dabei wird
jedoch nicht von den Takagischen Gleichungen ausgegangen (Taxacr), wo die Elek-
tronenwellenfunktion des Kristalls nach modifizierten ehenen Wellen mit ortsab-
hiingigen Amplituden @,(r) entwickelt wird:

Pr) = X Dy(r) - exp {2wi[(k + g) r — g - u(r)]} , (1)
v

sondern von Gleichungen, die eine Darstellung der Wellenfunktion in Form von
Blochwellen b!(r) mit ortsabhiingigen Anrezungsstiirken g'(r) benutzt (WILkuNs):

p(r) = 3 i) - DK, r)
]
Wik, v) = 3 Chexp (2ai[(k + g + ) v — g-ur)l;. (2)
9
Der Vorteil der Blochwellendarstellung liegt darin begriindet, dall die Anregnngs-
stiirken im perfekten Kristall (Verschiebungsfeld « — 0) konstant sind — die Bloch-

wellen sind die stationiiren Lisungen des perfekten Kristalls — und von den Anfangs-
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werten nur in der Niilie eines Kristallhaufehlers wesentlich abweichen. In einem
wweiten Teil zo dieser Arbeit (Cane und Sopserscamipr) wird, hicrvon ansgehend,
eine storungstheoretische Niherung nlurnhgofulnl

Die Koeffizienten der Blot hwellen t“, unid die Unterschiede der Wellenvektoren der
Blochwellen &kf = ok' - n gind  die Eigenvektoren bzw. Eigenwerte der Grond-
gleichungen des per'fcld en ]\' ristalls

- [k g + M2 — k2] = 3 0]

v Vgon - (3)
h
Mit der von WiLkens angegehenen Niherung
|A{g(r) <4l | g - Ok x
b gl'ml [ty exp [—2aio - wir)]}| (4)
erhiillt man als Auggangsgleichung fiiv die Anregungssiarken im gestarten Kristall,

s el
> [f.}q— — 2mig? g -w, ¢

sy sy

cexp | Zaig - w(r)]} <

cexp [2aik + g -+ Oy r] = 0. (9)

Hierbei heschreibt ayz ein kartesisches Koordinatensystem, wobei = = 0 die Folien-
oberseite und z = ¢ die Strahlanstrittsseite kennzeichnen, z somit der Oherflichen-
normalen n parallel ist. Die Koordinaten s, s, werden in Richtung der Strahlen
/|| bzw. eg = (k -} g)/lk |- g| gelegt, wobei E der anf Refraktion korrigierte
Wellenvektor der einfallenden ehonen Klektronenwelle und i, den Abweichings-
parameter darstellen. Die Grollen 1y, beschreiben das Kristallpotential und kénnen
durch die Extinktionslingen £, baw. die Absorptionsparameter & ersetzt werden, Tm
folgenden wird voransgesetzt, dall alle Grilien im Kristallraum durch Division mit der
kleinsten der HExtinktionslingen £, und alle GroBien im reziproken Rauwm durch
Multiplikation normiert werden und somit dimensionslos erscheinen,
Die Grundgleichungen (3) lassen sich niherungsweise als lineares Eigenwerbproblem
schreiben:

3 (Mg — kT s 8ggr) Oy =10 (6)
9’
wohei Mg, eine komplex symmetrische Matrix ist. Darans lassen sich streng die
Bezichungen
= ! ; S
2;’ Ci’gh = 0gn und 3 0305 = dy
g

(7, 8)

ableiten, die nur im absorptionsfreien Fall mit den iiblichen Orthogonalititsrelationen
ithereinstimmen. In guter Niherung folgt weiterhin

. : Vot
Mg = wydgyt — f] £, (9
2k,
wohei &, = k- n = |k = 27! gesetwt werden kann und darans ergibt sich:
. . Pa—
5 KCECH = wydgn - z L (10)
! e

Um im folgenden eine Transformation der Anregungsstiirken derart durchfiihren zn
kénnen, dafi die Riemannsehe Integrationsmethode anwendbar wird, wird die Niihe-
rung (4) nur im Kristallinneren als gerechtfertigt angeschen. Der von der Schridinger-
gleichung vorgeschrichene Sprung der zwweiten Ableitung an den Folienoberflichen
wird dlm h lelie]-.tmrte ebene Wellen im Aulienraum mit den Amplituden », beriick-
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Auscder Stetigkeit von g und dyp/dz an der Oherfliche and mit &, = by Wz = —Ja
ot
! ¥V .
'fri_- [ ('D T o i ’ Tﬂ === ﬂ‘, (]‘-)‘)
2k, 4{k,)?

BOWie

r}r!."| - .3 R aq - w

— =7 gVa' .

0z =0 ’[k ) v az _

Nur die auf diese Weise korrigierten Anfangswerte erfiillen exakt die Differential-
gleichungen (5) und ermdglichen die 11fwlll()1geudf*n Trangformationen.
Mit den Beziehungen (12) und der Transformation

L

=Ly W, =12, (13)
i=1

lassen sich ,nene Anregungsstirken® A definieren, fiie die ein im Zweistrahlfall

geparierfihi lg(-s Ditferentialgleichungssystem der Form

il il .
— — 5 Ayhi (14)
P8y j=1

angegeben werden kann, Die Koeffizienten A folgen durch Eingetzen in die Bloch-
wellengleichungen (5) und lassen sich schreiben:
('ﬂ'l f, - i ) )

Ay = i,' —exp | 2mi(ok — Ok') r]

i f. o

( ai fl

f dgae 1 dfi ] . Wigie

,,y' = ! 8+ mwi(n - eg) — LR,
JHdsg, g ks

' (15)

Dahiei gind die Koeffizientenfunlktionen f@ = fi; frei wiithlbar und nnterliegen nur der
Bedingung

i (1 m— OkY) e | 2o

O8g;

I fi 0, (16)
|

withrend die Funktionen fi mit ¢ == j zur Gewéhrleistung der Darstellung (14) fest-
gelegt sind zu

. & ol o 0l

Sig = - =M. exp [2mi(0ki — okF) v] . : (17)

Im Zweistrahlfall kimnen die Alxknuun;,c-n g, = [000] =0, g, g, f=9g n,
N = —a(en), O = —alegn), 0 = l(rr']- + ()2 sowie g, = 1 + i - /&, benutat wer-

den. Die neuen ,,;’\I]l"lﬁ‘gl'lllgﬂﬁldl‘lﬂ,n hy und hy, lassen sich mit diesen Beziehungen in der
TForm

) (l_! ) ere

Bt = ‘—ff_ {Chg* + 2+ CF - exp [2i(dk2 — Ok) 2]}

1 (18)
& ; . S

B = (O3 g exp (20! — 0k 2]
schreiben. Damit kénnen unter Verwendung von Gl (12), (13) und (14) auch die An-
fanwswerte hitz = 0), Az — 0y und & (z = U) festgelegt werden.
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stattet. Die Separation liefert zwei voneinander unabhingige partielle hyperbolische
Differentialgleichungen (i — 1, 2): o -
i*hi . dhT
i =

Lt k¢

ds,ds, ' E(, sy

- etht =0 (19)

mib den Koeflizienten :

f
al = 7;" T 2mid?(CF)* — 2mif,,

. f‘n < ht. iy
bi = T‘;‘ :F 33":‘;1!-(50((.!;]" (20)

i 43 £
e = ff;‘::" F ﬁ 2id(C))? T ﬁ 2aadi (I — 2mif b — 27wifls 050
Die Anwendung der Riemannschen Tntegrationsmethode auf die GI. (19) lietert analog
7t TARAGE nur im perfekten Kristall analytische Losungen. Durch das Auftreten frei
wiihlbarer Funktionen in GL (19) wird jedoch die Anwend ung der Storungsrechnung
ermoglicht. ' ) '
Wenn die Koeffizienten f* und f2 in der Form

J1 = exp [2aiCHC,(0k* — 8k?) z 4 Smidn(CECL ++ C20) s,] |

f* = exp [2aiCHCH(0k* — OkY) 2z — 2midCFCL + C2CE) s,] |

: (21)

gewihlt werden, dann erhiilt man nach einfacherjRechnung das Takagische Differen-
tinlgleichungssystem ' ‘

a2hl dhl
— D, — — gl —
s,dls, iy s, qh 0
:)-
92h2 ah2 (22)

= 2mifly, o — (g 4 2mif,) B = 0
)

dsyds, s,
mit:
g = 4?80 CHOF0,C5 = const .
Eine andere Wahl der Koeffizienten fithrt jedoch zu einem villig andersgearteten
Verhalten der neuen Anregungsstirken. Setzt man .

Nl . SHCE . OkCE
7= o3 {ob{os — %5°) + ot (3 - % *) exp zaitons — o A
ity ity
undd < (23)
A lonf e SR % A
ff= Cﬁ{ ,V(Cn o gkao) £n C,];(C-'l'; — o D) exp [ 2ai 0k — ok?) z]}
iy

S0 werden die Koeffizienten ¢’ nur noch Funktionen von der Grdllenordnung der
Storfunktion f,,:

et = — 2mif, - b1
A B (24)
=Ny “nl(ﬁﬁnﬁp G ﬁc:g : bZ)

gein.
V‘Vl(-l', man _]em!]t nachpriifen kann, wird auf diese Weise das Verhalten der Wellen-
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upapriinglichen Anvegungsstiivken: Fiir f = 0, d.h. den ungestorten Kristall gilt

W=hw0=1. (205)
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Nitherungsverfahren fiir die Integraldarstellung
von Beugungsintensititen gestorter Kristalle')

e dio Borechnung des elektronenmikroskopizchen Beugungskontrastes ohine Sl
npproximolion wirvd eine Nitherung in Form einer Storungsrechnung vorgeschlogen. Darch
Anwendung aul don Zweistrahlfall ergeben sich fiie die Amplitaden der gebengten Wellen
Intogrealdaratollungen.

for the caleulation of the electron microscopic diffraction contrast without colummn
npproximation o solution is given by a perturbation caleulation. Applying thic o the
fwo-henm case one gets integral representations for the amplitudes of the diffractod wivos,

Wied im Fall der Blochwellenformulierung des Beugnmgskontrastes ohne Siulon-
approximation eine Transformation der Anvegnngsstiivken durchgefiithet, dunn sl
anel in diesem Fall die Riemannsche Integrationsmethode anwendbar. Geht man
von den entkoppelten Differentialgleichungen der dahei definierton nenen An-
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regungsstirken® aus (7‘] (19) von SemerrscuminT und (‘w:), g0 kinnen anferdem
Niherungsldsningen abgeleitet werden. Fir diese Ableitung sind die in den Differential-
gleichungen noch frei \i\'ahlhmvn Funktionen f# so zn hestimme n, dall eine hinreichend
gute Niherung erhalten wird und gleichzeitig eine Rie mannsche Funktion des ge-
nitherten Problems angegeben werden kann.
Zor Durchfiithrung der Niherung ist der Lisungsansatz

BE = B0 ¥ (1)
goeignet, wenn A9 dem Wesen nach die Lisung des ungestérten Problems darstellt
und die Stérung nur noch iiber die frei wihlbaven Tunktionen [T enthalt

-':,2 ] 3."{-' =] af o jfl‘.'ﬁ 2
A f'); [,-('I ((;lll £ ("3‘)"( ") i fu(bﬁ ty _,]f”)-cxp (27i(Ok* — Ok 1)“

| r 70,0 SR 10
i al s e ol
B = }" [fa (t‘ﬁ Jj\., ',:“) + e (66 *a";;”)- exp (2mi(ok' — Ok?) -r_)J. ]

Damit werden die A dquivalent zu ¢f(0) und beschreiben den perfekten Kristall,
Den Einflufi der Starnng beschreiben im wesentlichen die Funktionen (. Naeh 1in-
setzen von (1) in die Differentinlgleichungen fite die A7 erhidlt man:

Qi+ QS A+ VRS, - @ = (RmiByb’ -+ 2mid i) B +- 2mif AL . (3)
Mit der Definition
fisn, 85) = ﬁ(.‘-"'ns Syl ﬁr(""ﬂ): Po= By Bo=Psp P = syes (4)
sowie der Niherung
ey — 2awifly| > |2nif,| (5)
und der Festlegung der frei wihlbaren Tunktion f7 so, dald
2aifly + 2aidiefe = 0 (6)

eilt, erhilt man die geniherten Differentialgleichungen
i [ o) i Ly - O R l (i} ot T W
Qi - (@0 — 27ify) Qn, + biQs, + (00 — 2mifiyhy) @ = 2miff bl - b 1 /Y AL
(7)
Hierhei sind die Koeffizienten a; ans den Koeffizienten af (siche G1. (21) von Scrgpr-
senyior und Care) ableithar und schreiben sich:
-II
— —
Wy = ;* f{l 21
i
o .fun £ g
bifﬁ—{-gggb'

+ Zmift,

1 (8)

A=F Py 15 g T ) = & + 2B + Znidiafyn

g1 = — 2midfe]-2ci

qy® = 2mid%3 el ® .
Mit der Substitution _
QF = zF . exp (—1M) (9)

wobei By — b, und Pl — a, — 2aifi, die Integrabilititshedingungen fiir die Funk-
lmnvn l-' erfiillen, (!‘U’t’])('ll -1c-]| Differ '||L1algloulumg,t*n mit hekannter Riemannscher

LA TR R, SRR St ] | e R L
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Aulungswerte von der GréBenovdnung 1070 (siche GL. (12) von ScrnurrscaMipr nnd
() wieder vernachlissigt, so erliidt mam

#(0) = 25(0) = 2z4,(0) = 0 (109
el als Lidsung

2 P) = 2mi ffmp (105 84)) = oLy (F — gty

— 80) (85 — 8) (Balso, 80) i (89s S9) -1

- ﬁu (500 D56y s4) + B84, "u)) s dsy . (11)
[t Bopiieksichtigung der korvigierten Anfangswerte enthilf 2* ein zusiitzliches Linien-
imtopral entlang der Oherfliche.

Wi 1. Zar Testlegung der globalen nud lokalen Koordinatensysteme (siche Text) (I lies p)

Figur 1 zeigt die verwendeten Koordinatensysteme. Dem kartesischen Koordinaten-
yolom a9y, 2 der Kristallfolie wird das or tafeste Koordinatensystem s, s, & der
Ftrahlvichtungen einbeschrieben, wobei s, orthogonal zun s, und s, gewihlt wird.
Die & y-Koordinaten sind lokale, auf das Integrationsdreieck 4 ABP mit dem
Aulpunkt 2 bezogene, Koordinaten. Die Bezichungen zwischen den Koordinaten-
sy ibenien lnuten:

; - 0
¥ = Sylr 1 Slgr + S1€ 1 5 = Si— 8 l
Y = Sqty + Splay + S Ly sowie (12, 13)
" 0
- 856z - Spfps + 8 € 2 1= 8y — S l
wohei
e+ gk,
€ = (e, €y, €) s €= (Egus Cyys Cye) = e e,
|
[ >< ‘x
€ = (epm iy 0la) ==
A le x u|

e KWoonrdinaten des Aufpunktes sind
= L:r:p:.- Y !,) = "‘IJ; "‘fn "‘j ) (I'“L}
b &, w-System sehreiben sich die Punktkoordinaten

P —=00.0y. A=1(—pmu.0y. B=I(0,—u)
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Zwischen den Lésungen (11) und den Anregungsstiirken ¢ besteht der einfache
Zunsammenhang:
PhAP) = @h30) | exp (2if,) - exp (—gl G — g20 4 01l %

X | 2BH(P) - exp (F2midLs | ) TF 21(P) ill’—J (16)

U0

Die Umrechnung in die Amplituden @, der Darstellung der Wellenfunktion in ebenen
Wellen erfolgt durch
Dy, (1) = 3 gl(r) ¢f, exp (O, r) . (17)
i

Damit erhidlt man eine Darstellung der Amplituden im lokalen Koordinatensystem

&

2mtie.opn
o

X f f lexp (— 2miffy(sg -+ 1)) - Bulsd -+ & 5§ +n) - By(E, m)] d dE
A

Dy P) = BP) —

exp (2emifly(sh)) %

Dy(P) = DPP) — exp (2nifly(s5))
2 i -
X {Htm"ff [exp (— 2, (s) + ) Bpelsh + &, 58 4+ m) X
|

x By(& )] dy dE 4 e,2n%, -f[[exp (— 2mif, (&5 + ) x
-

X Palsh + & sy +-n) - By(&, )] dy dé}

: (18)
wohei @, die Amplituden des ungestérten Gitters begschreiben
. : L
DMty = exp (imwt) [(:os ot — i . sin ;rm!]
(19)

- [
TR L0y
Dty = exp (imwt) [;. 5 Hin :mf-]
und By » vom Punkt £ unabhiingig sind und als Einflufifunktionen gedentet werden
konnen:

B\(& ) = Jy(270, P{ETFH‘E;” - exp [imw(t + e,§ — epm)] X
Hosinmo(t 4 e | e,n)
By (&, ) = Jy( 27y, }/}ezcwfn) - exp [imw(l - e.& — en)] X {20)

pd [cos ac(t + .5+ epn) -+ n;v sin zwa(t + e.& | cg;r;)].

Kin optischer Eindruck von diesen Funktionen wird durch die Darstellung ihrer Be-
trige im Dreiecksgebiet 2/ ABP anhand Figur 2) vermittelt. Die EinfluBfunktionen Iy s
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entaprechen den von Cnosnovess und Inpexsom fiir den Idealkristall abgeleiteten
Fanktionen und beschreiben wie dort die Ausbreitung einer lokalen Stirung des
Wollonfeldes. Twm Unterschied zu der von Cnuksovsks und INnpespom gegebenen
verhilen Korklirong wird hier der Binflull des Stérfeldes infolge des Kristalldefekis
dureh dhie Gleichungen (18) analytiseh erfalit,

Wine Darstellung  der Amplitudenbeziehungen (18) im speziellen lokalen Koor-
il tonnystem p, ¢ (Abh. 1) it

B /
» —_)71 (& — ey - £); B, AB = s [€g: — aa;l
= vV
| 21
B, . , . 7 18 t G
=3 (€5 -+ e + 1); 3y = A = ;’.#Pw [egs = 25

crinoplicht os, den Binfluff der Sinlenapproximation zn digkutieren:

(RS
TG (240,:)
2o (Y

2nie,. B, - il il .
X ff exp (— 1”?' : ﬁ-q) J (Ba(—;—q — B, (;_p)ﬁ -y dp dg
A

Py P) = PEPY — exp (—ﬁg[s,[,' - 2mi) X
Oy (€264:)% 1 2mie, By -\ 99
® {(—': Tz(;f)( B]B?_-fj mp(— ; B, ) x (22)

¥

92 2
(By)? r%zJﬁ -y dpdg - 2n0, lord) BB, x

Dy P) = Dit(Py — g BB, - exp (ZmeL(sg}}) %S

3

) 2mieg, B, — 7 7
¥ ff exp (~ — ﬁ,,_) . (Bzaj—~ B, ;}}‘)ﬁ iy dp u’-q} -
b

Hiernach stellt sich die Sdulenapproximation dar als Vernachlissigung des Terms
I, 0op i gegen B, afaq £, welches die Giiltigkeit von 2 8, << sin 0 8, erfordert. Weiter-
hin mufi die Moglichkeit einer Mittelwerthildung beziiglich der Koordinate p gewiihr-
loiatet sein.

Die einzige Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der Niherungslosungen (18) bzw. (22)
stellt die hinreichende Bedingung (5) dar. Fiir geradlinige Versetzangen, die parallel
der Einstrahlrichtung verlaufen, gilt f, = f, = 0, und somit ist die Abschiitzung (B)
trivinlerweise erfiillt, und die Integralformeln (18) bzw. (22) sind in diesen Fiillen die
exaliten Losungen des Ausgangsproblems (3). Die Ahschitzung (5) liBt sich in groher
Welse weiter vereinfuchen zu der hinreichenden Bedingung

ol a2y —1je
[ <€ g (-l 7 E":) '

az
X [[-82)2 e

(23)

welohe Tiie Versetzungen eine Gliiltighkeit der Niiherung bis auf £/10 an den Ver-

TN SRR, VR G RIRRE W 1 - Tl W SRR, | B, [ R, P n " I -, e
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Tig, 2. Darstellung der Betrige der RinfluBfonktionen J2; bzw. 7.4 zur Veranschaulichnng der
Storungsanshroitung in Abhingighkeit von der Braggovientiernng w bei giner angenonunenen
Absrplion von £/§ = 10 nnd Dicke I/§ = 3

Eine detaillierte Diskussion der benutzten Néherung und ihrer Bedenbung sowie
die Anwendung der Integrallormeln aul spezielle Bengungsprobleme bleiben weiteren
Untersuchungen vorbehalten.
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